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Специальные бор - зоммерфельдовы
лагранжевы подмногообразия в
алгебраических многообразиях.
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Аннотация
Вводится новое понятие специальности лагранжевых подмногооб-
разий, удовлетворяющих условию Бора - Зоммерфельда, для алгеб-
раических многообразий. Показывается, что такое условие позволя-
ет строить конечномерные модули специальных бор - зоммерфельд-
вых лагранжевых подмногообразий относительно любого обильного
линейного расслоения. Конструкция может быть использована в ис-
следованиях зеркальной симметрии.
Сущность зеркальной симметрии в наибольшей общности была выра-
жена Ю.И. Маниным как “двойственность симплектической геометрии и
комплексной кэлеровой геометрии” (см. [1]). Два алгебраических кэлеровых
многообразия M,W понимаются как “зеркальные партнеры”, если некото-
рые производные объекты, получаемые в рамках алгебраической и сим-
плектической геометрий M,W перекрестно эквивалентны: например, в Го-
мологической зекральной симметрии М. Концевича (см. [2]) производная
категория когерентных пучков M должна быть эквивалентна категории
Фукая - Флоера W и наоборот.
А.Н. Тюрин, посвятивший много лет исследованию стабильных вектор-
ных расслоений, преполагал более геометрическое соответствие: соответ-
ствие между векторными расслоениями и лагранжевыми подмногообрази-
ями (см., напр. [3]). А именно, для пары трифолдовM,W четномерные ко-
гомологии представляют классы Черна векторных расслоений, из которых
составляются конечномерные многообразия модулей стабильных векторных
расслоений, а средние нечетные когомологии можно реализовать лагранже-
выми подмногообразиями, из которых необходимо формировать конечно-
мерные многообразия модулей, и тогда появляется возможность сравнения
этих двух серий многообразия модулей для определения той самой двой-
ственности, которая составляет сущность зеркальной симметрии. При этом
главная проблема — в “бесконечности” лагранжевой геометрии в противовес
конечномерности геометрии алгебраической.
Эта проблема решается введением условий специальности на лагранже-
вы подмногообразия: развивая идею калиброванных лагранжевых циклов,
Д. МакЛин и Н. Хитчин (см. [4]) предложили условие специальности на
лагранжевы подмногообразия кэлеровых многообразий Калаби - Яу, кото-
рое приводило к конечномерным модулям. Сразу вслед за этим появилась
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SYZ - гипотеза для трифолдов Калаби - Яу (см. [5]), объясняющая зер-
кальную симметрию в терминах слоений на специальные лагранжевы торы,
однако многолетные попытки построить специальные лагранжевы слоения
на гладких многообразиях Калаби - Яу не увенчались успехом, что привело
к постепенному спаду популярности SYZ - конструкции в кругах матема-
тических физиков, сконцентрировавшихся на гомологическом подходе М.
Концевича. Д. Ору в [6] пытался несколько оживить “специальный” под-
ход к зеркальной симметрии, обобщив понятие специального лагранжева
подмногообразия на случай многообразий Фано, при этом специальность
становится относительной — условие специальности зависит от выбора ди-
визора из антиканонической линейной системы на многообразии Фано (по-
этому можно определить подход Ору как обобщение конструкции МакЛина
и Хитчина на многообразия Калаби - Яу “с краем”). Для торической проек-
тивной плоскости исключение антиканонического дивизора, состоящего из
трех прямых, позволяет построить специальной слоение в смысле Ору, кото-
рое просто совпадает со стандартным слоением Лиувилля; Д. Ору построил
специальное лагранжево слоение при исключении приводимого дивизора —
прямой и коники — и высказал гипотезу о существовании специального
лагранжева слоения на дополнении к гладкой эллиптической кривой, одна-
ко до сих пор эта гипотеза доказана не была. Кроме примера из [7], где было
построено специальное в смысле Ору лагранжево слоение на многообразии
флагов F 3, больше ничего до сих пор в этом направлении сделано не было.
В работе [8] были развиты идеи лагранжева геометрического квантова-
ния, а именно — были исследованы модули лагранжевых подмногообразий,
удовлетворяющих условию Бора - Зоммерфельда. По замечанию А.Н. Тю-
рина, условие Бора - Зоммерфельда “трансверсально” условию специаль-
ности в случае Калаби - Яу, откуда можно было бы определять конечные
инварианты для трифолдов Калаби - Яу, зеркальные инвариантам Кассон-
са, см. [3]. Мы развиваем эту идею, вводя новое условие специальности на
бор - зоммерфельдовы лагранжевы подмногообразия, что приводит к инте-
ресным наблюдениям.
Пусть (M,ω) — компактное односвязное сиплектическое многообразие,
удовлетворяющее условию Бора - Зоммерфельда: класс [ω] ∈ H2(M,R) яв-
ляется целочисленным. Тогда зафиксируем данные предквантования: ли-
нейное расслоение L→M и эрмитову связность a на нем, такие что форма
кривизны Fa = 2piiω, при этом такая связность последним условием опреде-
лена однозначно с точностью до каибровочного преобразования. Лагранже-
во подмногообразие S ⊂ M удовлетворяет условию Бора - Зоммерфельда
(BS для краткости), если ограничение (L, a)|S допускает ковариантно по-
стоянное сечение σS . Пусть s ∈ Γ(M,L) — произвольное гладкое сечение
L.
Определение. Назовем BS- лагранжево подмногообразие S специаль-
ным относительно сечения s, если s|S нигде не обращается в нуль на S
и коэффициент пропорциональности α(s, S), определяемый из равенства
s|S = α(S, s)σS , имеет постоянный аргумент.
Так как это определение не зависит от домножений сечения s на лю-
бую ненулевую константу, то на самом деле мы определели соотношение,
выделяющее “цикл инциденции” в прямом произведении
USBS ⊂ P(Γ(M,L))× BS ,
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где последним символом обозначается многообразие модулей бор - зоммер-
фельдовых циклов фиксированного топологического типа, см. [8]. А имен-
но, пара (p, S) принадлежит USBS , если S является специальным бор - зо-
ммерфельдовым относительно сечения s, класс которого определен точкой
p проективизации пространства сечений. Естественным образом определе-
ны проекции p1, p2 на первый и второй прямые сомножители.
“Конечность” множества специальных бор - зоммерфельдовых подмно-
гообразий отражена в следующем факте:
Основная теорема. Слои проекции p1 : USBS → P(Γ(M,L)) дискрет-
ны.
Кроме того, нетрудно установить невырожденность дифференциала dp1
на USBS и локальную сюрективность проеции p1. Отсюда следует
Утверждение. Пространство USBS обладает кэлеровой структурой,
поднятой с P(Γ(M,L)).
Заметим, что в самом общем случае это позволяет использовать про-
странство USBS в обобщении квантования Сурьо - Костанта.
Однако нас интересует случай очень конкретный: пусть наше симплек-
тическое многообразие (M,ω) обладает интегрируемой комплексной струк-
турой I, согласованной с ω. Это значит, что M есть алгебраическое мно-
гообразие с главной поляризацией, задаваемой голоморфным расслоени-
ем L. Тогда мы получаем конечномерное подпространство P(H0(MI , L)) ⊂
P(Γ(M,L)) голоморфных сечений и редуцированный цикл инциденции
MSBS ⊂ P(H
0(MI , L))× BS
вместе с двумя естественными проекциями на прямые сомножители, кото-
рые мы снова обозначаем как pi.
Тогда Основная теорема может быть дополнена следующими утвер-
ждениями:
(1) образ p1(MSBS) ⊂ P(H
0(MI , L)) есть открытое подмножество в
P(H0(MI , L));
(2) слои p1 конечны;
(3) многообразие модулейMSBS гладкое в общей точке многообразие,
допускающее существование кэлеровой структуры.
Пример.Возьмем в качествеM простешее возможное компактное одно-
свзяное симплектическое многообразие — комплексную проективную пря-
мую CP1 со стандартной комплексной структурой и кэлеровой формой,
класс которой двойствен по Пуанкаре удвоенному классу точки (это мини-
мальный целочисленный класс, допускающий бор - зоммерфельдовы лагран-
жевы подмногообразия). Тогда расслоение L изоморфно O(2), любое голо-
морфное сечение с точностью до умножения на константу определяется
парой точек (возможно совпадающих), в которых это сечение обращается
в нуль. Гладкая петля γ ⊂ CP1 автоматически лагранжева из соображений
размерности, и она удовлетворяет условию Бора - Зоммерфельда если и
только если она делит CP1 на две области равной симплектической площа-
ди. В этом случаеMSBS естественно изоморфно CP
2\Q, где коника Q есть
образ CP1 при вложении Веронезе. Более точно, в этом случае: (1) обра-
зом p1(MSBS) ⊂ P(H
0(MI , L)) = CP
2 будут сечения с некратными нулями;
(2) слои p1 состоят из единственных точек; (3) кэлерова структура с CP
2
поднимается до кэлеровой структуры на MSBS.
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Кроме того, на многообразии модулей MSBS естественно определено
линейное расслоение L с эрмитовой связностью A ∈ Ah(L), форма кривиз-
ны которой равна кэлеровой форме, поднятой с проективного пространства
P(H0(MI , L)), так что история только начинается...
ДоказательствоОсновной теоремы, детали теории специальных бор -
зоммерфельдовых циклов и прочие примеры могут быть найдены в [9].
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